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EXEMPLES DE FIBRE´S UNIFORMES NON HOMOGE`NES SUR Pn
JEAN–MARC DRE´ZET
On donne ici des exemples de fibre´s vectoriels uniformes non homoge`nes sur Pn de rang r, pour
tout r ≥ 2n.
Soit K un corps commutatif alge´briquement clos. Tous les fibre´s vectoriels conside´re´s seront
alge´briques sur une varie´te´ alge´brique sur K. Soient n un entier positif et V un K-espace
vectoriel de dimension n+ 1. On note P(V ) l’espace projectif des droites de V , OP(V )(−1) le
sous-fibre´ universel de rang 1 de P(V )× V et OP(V )(k) = OP(V )(−1)⊗−k pour tout entier k.
Rappelons que tout fibre´ en droites sur P(V ) est isomorphe a` un de ces fibre´s.
Si n = 1, autrement dit si P(V ) est une droite projective `, on sait que tout fibre´ vectoriel E
sur ` est isomorphe a` une somme directe de fibre´s en droites
E '
r⊕
i=1
O`(ai) ,
les ai e´tant des entiers tels que a1 ≥ · · · ≥ ar. De plus, la suite (ai) est uniquement determine´e.
C’est le the´ore`me de Grothendieck ([4] et [5]).
Si n > 1, soit E un fibre´ vectoriel sur P(V ). A` toute droite ` de P(V ) on peut associer une
suite (a`1, . . . , a
`
r) de´croissante d’entiers telle que
E|` '
r⊕
i=1
O`(a`i) .
Le fibre´ E est dit uniforme si cette suite est inde´pendante de la droite `, et on l’appelle dans
ce cas le type de de´composition de E.
Un fibre´ vectoriel F sur P(V ) est dit homoge`ne si pour tout automorphisme σ de P(V ), les
fibre´s vectoriels F et σ∗(F ) sont isomorphes. Il est clair qu’un fibre´ vectoriel homoge`ne est
uniforme. On peut alors se poser le proble`me suivant : quel est le plus grand entier k(n) tel
que tout fibre´ vectoriel uniforme de rang r ≤ k(n) sur P(V ) soit aussi homoge`ne ?
A. Van de Ven ([8]) et G. Elencwajg ([1] et [3]) ont prouve´ que k(2) = 3. E. Sato ([6]),
G. Elencwajg, A. Hirschowitz et M. Schneider ([2]) ont montre´ que n ≤ k(n) ≤ 3n− 2. Plus
re´cemment, P. Ellia a obtenu dans [7] que k(n) ≤ 2n. Je me propose ici de montrer que
k(n) ≤ 2n− 1. Plus pre´cisement on a la :
Proposition : Pour tout entier r ≥ 2n, il existe un fibre´ vectoriel uniforme non homoge`ne de
rang r sur P(V ), qui n’est pas somme directe de sous-fibre´s vectoriels de rangs infe´rieurs a` r.
Pour tout K-espace vectoriel de dimension finie M , on note OP(V ) ⊗M le fibre´ trivial sur P(V )
de fibre M .
1
2 JEAN–MARC DRE´ZET
Soient p un entier tel que p ≥ 2, et H un sous-espace vectoriel de SpV . Au-dessus d’un point x
de P(V ), la fibre de OP(V )(−p) est la droite xp at de SpV . Ceci permet de de´finir un morphisme
de fibre´s vectoriels sur P(V ) :
fH : OP(V )(−p) −→ OP(V ) ⊗ (SpV/H)
par (fH)x(y) = y +H, x e´tant un point de P(V ) et y un e´le´ment deOP(V )(−p)x. Il est imme´diat
que le morphisme f est injectif si et seulement si 0 est le seul e´le´ment de H de la forme up, u
e´tant un e´le´ment de V . Si tel est le cas, on note E(H) le fibre´ conoyau de fH .
Lemme 1 : Le fibre´ vectoriel E(H) est uniforme de type (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) si et seulement si
on a, pour tout plan D de V ,
SpD ∩H = {0}.
De´monstration. Soit r le rang de E(H). Soit ` une droite de P(V ); on a alors une suite exacte
de fibre´s vectoriels sur ` :
0 −→ O`(−p) −→ O` ⊗ (SpV/H) −→ E(H)|` =
r⊕
i=1
O`(a`i) −→ 0.
On a alors h0(O`(a`i)) 6= 0 pour 1 ≤ i ≤ r, donc a`i ≥ 0. On a donc (a`i) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)
si et seulement si a`i ≤ 1 pour 1 ≤ i ≤ r, ce qui e´quivaut a`
h0(E(H)(−2)|`) = 0 .
Par dualite´ de Serre, le terme de gauche est e´gal a` h1(E(H)∗|`). Supposons que ` = P(D), D
e´tant un plan de V . On a une suite exacte de fibre´s vectoriels sur `
0 −→ E(H)∗|` −→ O` ⊗ (SpV/H)∗ −→ O`(p) −→ 0.
Comme h1(O`) = 0, on a h1(E(H)∗|`) = 0 si et seulement si l’application
H0(tfH|`) : (SpV/H)∗ −→ H0(O`(p)) = SpD∗
est surjective. Or, c’est la transpose´e de l’application canonique SpD → SpV/H. On en de´duit
imme´diatement le lemme 1. 
Soient G la grassmannienne des plans de V , et Z la re´union des sous-ensembles SpD de SpV , D
parcourant G. D’apre`s ce qui pre´ce`de, si H est un sous-espace vectoriel de SpV , le morphisme
de fibre´s fH est injectif et le fibre´ vectoriel E(H) est uniforme de type (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) si et
seulement si on a Z ∩H = {0}.
Lemme 2 : L’ensemble Z est une sous-varie´te´ ferme´e homoge`ne de SpV , de dimension
2n+ p− 1.
De´monstration. Il est e´vident que Z est homoge`ne. Soit F sous-fibre´ universel de G× V (pour
tout e´le´ment D de G, on a FD = D). Soit P(SpF ) le fibre´ en espaces projectifs associe´ au
fibre´ vectoriel SpF . Soit g la restriction a` P(SpF ) de la projection P(G× SpV )→ P(SpV ).
L’application g est re´gulie`re et P(Z) est son image, donc Z est bien une sous-varie´te´ ferme´e de
SpV . Pour calculer sa dimension, remarquons que la fibre de g au dessus d’un point ge´ne´rique
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de P(Z) est re´duite a` un point, donc P(Z) et P(SpF ) ont la meˆme dimension, ce qui prouve le
lemme 2. 
On en de´duit qu’on peut trouver un sous-espace vectoriel Hp de S
pV de codimension 2n+ p− 1,
tel que Hp ∩ Z = {0}. Le fibre´ vectoriel E(Hp) est uniforme de type (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) et de
rang 2n+ p− 2. Montrons que E(Hp) n’est pas homoge`ne.
Soit α un automorphisme de P(V ), repre´sente´ par un e´le´ment A de GL(V ). Le fibre´ vectoriel
α∗(E(Hp)) est isomorphe au conoyau du morphisme injectif de fibre´s vectoriels
A∗(fHp) : α
∗(OP(V )(−p)) −→ OP(V ) ⊗ (SpV/Hp) .
On a un carre´ commutatif
α∗(OP(V )(−p))
A∗(fHp ) //
φ

OP(V ) ⊗ (SpV/Hp)
ψ

OP(V )(−p)
f(SpA)−1(Hp) // OP(V ) ⊗ (SpV/(SpA)−1(Hp)) ,
les isomorphismes φ et ψ e´tant induits par l’application (SpA)−1. On en de´duit imme´diatement
que α∗(E(Hp)) est isomorphe a` E((SpA)−1(Hp)).
Lemme 3 : Si H et H ′ sont deux sous-espaces vectoriels de SpV tels que les morphismes de
fibre´s vectoriels fH et fH′ soient injectifs, les fibre´s vectoriels E(H) et E(H
′) sont isomorphes
si et seulement si H = H ′.
De´monstration. Puisque SpV/H s’identifie a` H0(E(H)) et qu’on a la meˆme chose pour H ′, un
isomorphisme g : E(H)→ E(H ′) se prolonge en un isomorphisme de suites exactes de fibre´s
sur P(V ) :
0 // OP(V )(−p) //
'

OP(V ) ⊗ (SpV/H)
IOP(V )⊗H0(g)

// E(H) //
g

0
0 // OP(V )(−p) // OP(V ) ⊗ (SpV/H ′) // E(H ′) // 0 .
Le lemme 3 en de´coule aise´ment. 
L’existence de fibre´s E(Hp) non homoge`nes de´coule du
Lemme 4 : Pour tout entier k tel que 1 ≤ k < dim(SpV ), il existe un sous-espace vectoriel de
SpV de dimension k qui n’est pas stable par tous les automorphismes SpA, A ∈ GL(V ). Les
sous-espaces de dimension k ayant cette proprie´te´ constituent un ouvert de la grassmannienne
Gr(k, SpV ) des sous-espaces vectoriels de dimension k de SpV .
Si K est de caracte´ristique nulle, soit H un sous-espace vectoriel de SpV , distinct de {0} et de
SpV . Alors il existe un automorphisme A de V tel que H ne soit pas stable par SpA.
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De´monstration. Supposons que tous les sous-espaces vectoriels de dimension k de SpV soient
invariants par tous les automorphismes SpA. Il en serait de meˆme de toutes les intersections
de ces sous-espaces, donc aussi de toutes les droites de SpV , ce qui est absurde. Pour tout
A ∈ GL(V ), les sous-espaces vectoriels de dimension k de SpV invariants par SpA constituent
une sous-varie´te´ ferme´e de Gr(k, SpV ). Donc l’ensemble des sous-espaces invariants par tous
les SpA aussi, puisque c’est l’intersection des pre´ce´dents. Ceci de´montre la premie`re assertion.
De´montrons maintenant la seconde assertion, on suppose donc que K est de caracte´ristique
nulle. Supposons que H 6= {0} soit invariant par tous les automorphismes SpA, A ∈ GL(V ).
Soit e0, . . . , en une base de V . Soit Ip l’ensemble des multi-indices η = (i0, . . . , in), ou` les
ij sont des entiers tels que ij ≥ 0 et i0 + · · ·+ in = p. Pour tout η = (i0, . . . , in) ∈ Ip, soient
e(η) = ei0o · · · einn ∈ SpV , et si y = (y0, . . . , yn) ∈ Kn, a(y, η) = yi00 · · · yinn ∈ K. Les e(η) con-
stituent une base de SpV . Soit u =
∑
η∈I
xηe(η) un e´le´ment non nul de H, l’ensemble de
multi-indices I e´tant choisi de manie`re que pour tout η ∈ I, on ait xη 6= 0. Soit W le sous-
espace vectoriel de SpV engendre´ par les e(η) tels que η ∈ I. Montrons que W ⊂ H. Soit
y = (y0, . . . , yn) ∈ (K∗)n. En conside´rant l’automorphisme A de V de´fini par A(ei) = yiei
pour 0 ≤ i ≤ n, on voit que uy =
∑
η∈I
a(y, η)xηe(η) ∈ H. En conside´rant la base (xηe(η))η∈I
de W on est ramene´ a` prouver le re´sultat suivant : il n’existe aucun hyperplan de KI con-
tenant tous les (a(y, η))η∈I . On peut trouver des entiers positifs r0, . . . , rn, mη, η ∈ I tels
que les mη soient distincts deux deux, et que pour tout λ ∈ K∗, si yλ = (λrj)0≤j≤n, on ait
a(yλ, η) = λ
mη . On est donc ramene´ a` prouver qu’aucun hyperplan de KI ne contient tous les
(λmη), ce qui est e´vident. Donc W ⊂ H, et en particulier H contient un e´le´ment de la forme
e(η0), pour un η0 = (i0, . . . , in) ∈ I. Il en de´coule que pour des u0, . . . , un ge´ne´riques dans
V , on a v = ui00 · · ·uinn ∈ H. On peut e´crire ui =
n∑
j=0
αijej, αij ∈ K, et pour des coefficients
ge´ne´riques αij, tous les coefficients des e(η), η ∈ Ip de v sont non nuls. Il en de´coule d’apre`s ce
qui pre´ce`de que pour tout η ∈ Ip on a e(η) ∈ H, et donc H = SpV , ce qui de´montre la seconde
assertion. 
Il reste a` prouver que E(Hp) n’est pas somme directe de sous-fibre´s de rangs infe´rieurs a` celui
de E(Hp). Supposons le contraire. Alors la suite exacte
0 −→ OP(V )(−p) −→ OP(V ) ⊗ (SpV/Hp) −→ E(Hp) −→ 0
se de´compose aussi en somme directe de deux suites exactes non nulles de fibre´s vectoriels
sur P(V ), puisque SpV/Hp s’identifie a` H0(E(Hp)). Ceci entraine, puisque le fibre´ vectoriel
OP(V )(−p) est de rang 1, que E(Hp) posse´de un facteur direct isomorphe OP(V ), ce qui est
absurde, car d’apre´s la suite exacte pre´ce´dente, on a h0(E(Hp)
∗) = 0.
Ceci ache`ve la de´monstration de la proposition.
Remarque : On peut montrer facilement que si n = 2, les fibre´s E(Hp) de rang 4 construits
pre´ce´demment sont isomorphes a` ceux qui ont e´te´ construits par G. Elencwajg dans [3].
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